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Resumo

Mostramos, passo a passo, que H & um subgrupo de Z se e somente
se existe um m tal que H = {km|k em Z}.
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A wversao mais atualizada deste artigo estd disponivel em

https://osf.io/sq68x/download

Introducao
1. [1-11]

2. Em (1), estda uma selecdo de excelentes livros, introdutoérios |1-
4] e avangados [5-11], para os interessados em se aprofundar nas
técnicas de demonstragdes |1,2| em diversas areas da matemé-
tica [2-11].

ITodos os autores com suas afiliacbes aparecem no final deste artigo.
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Notacao

3.

4
5
6
7

8

ieN={1,2,3,...}

. A ¢ B significa “A é subconjunto de B”.

. A c B significa “A é subconjunto proéprio de B”.
. (Z,+) := grupo aditivo

. H < Z significa que H é um subgrupo de Z.

. H={km|keZ}=mZ, commeH.

Teorema

9.

10.

((H,+) <(Z,+)) < (3m e H)

[12]

Demonstragao do Teorema (9)

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

(=)

Precisamos mostrar que H = {km | k € Z}, provando H € {km | k €
7} e{km|keZ}cH.

Note que {km | k € Z} é o conjunto dos multiplos de m.
Primeiro, vamos provar que {km |k eZ} c H.

Suponha que H < Z, isto ¢, H ¢ um subgrupo de Z.
Seja, por hipotese, 0 # m e H.

De (15), H é um grupo.



18.

19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32,

33.

34,

35.

De (17), o elemento neutro 0 € H.

De (17), H é fechado, como m € H, entao m+m =2me H, m+2m =
dSmeH m+3m=4me H, ..

De (17), todos os elementos de H tém inversa (simétrico).

De (19) e (20), -me H, 2me H, -3me H, ...

De (18), (19) e (21), {km | keZ} c H.

Agora, vamos provar que H ¢ {km | k € Z}.

Sejam hq, ho € H.

De (15), H c Z.

De (25), podemos escrever hy = kym e hy = kom, com ki, ks € Z.
De (17), hy + hy € H, entao (ki + ko)m = ksm = hg € H, com k3 € Z.
Portanto, H € {km | k € Z}.

De (22) e (28), H={km |k e Z}.

(<)

Suponha que 3me H ={km |k e Z}.

De (31), H ¢ Z.

De (9) e (31), o proximo passo ¢ mostrar que H satisfaz os axiomas
de um grupo aditivo (associatividade, identidade, inversa).

(36) mostra que a adi¢ao é fechada em H, isto ¢é,

+:HxH— H.

(37) e (38) mostram a associatividade, identidade (elemento neutro)

e inversa (simétrico) de H.



36. De (31), kym + kom = (k1 + ko)m = ksm € H com ky, ko, k3 € Z.

37. Como a operacao da adicao é associativa em 7, logo ela é associativa
em H, que ¢ um subconjunto de Z.

38. De (31), H ={km |k eZ}; como k € Z, 0 € Z, entao

(a) e HeO+km=km+0=kmeH,
(b) K" = -k tal que k'm + km = km + k'm = 0.

39. Portanto, H é um grupo.

40. De (32) e (39), H < Z.

Consideracoes Finais

41. Todos os nimeros inteiros sao miltiplos dos niimeros inteiros.

42. (41) é uma informagcao fundamental para compreender o teorema (9)
em um nivel mais profundo.

Ciéncia Aberta

O arquivo latex para este artigo, juntamente com outros arquivos
suplementares, estao disponiveis em [13|. Seja coautor(a) deste artigo,
envie sua contribuicao para mplobo@uft.edu.br.

Consentimento

43. Os autores concordam com [14].
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