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Resumo

Este passeio aleatório em sistemas dinâmicos discretos passa
por iteração de funções, condição inicial, órbita, ponto fixo,
mapa logístico, efeito borboleta, exponente de Lyapunov, bifur-
cação, ergodicidade, conjuntos de Julia e Mandelbrot, entre ou-
tros tópicos. Vale ressaltar, especialmente, um importante re-
sultado, que a estabilidade estatística de um sistema caótico
é a fonte da aleatoriedade.
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Introdução

1. Apresentamos alguns resultados importantes de sistemas dinâmicos
discretos.

2. Mais detalhes podem ser encontrados em [1–7].

1Todos os autores com suas afiliações aparecem no final deste artigo.
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Função, condição inicial e órbita

3. [1, 8]

4. Considere a função f(x) = x2 para x ∈ R.

5. Seja x0 a condição inicial (ou semente).

6. Considere a seguinte notação:

f 1 ∶= f(x0), f 2 ∶= f(f 1), f 3 ∶= f(f 2), ...

7. Faremos iterações de f(x), o que significa calcular f 1, f 2, f 3, ...

8. A órbita (ou itinerário) de x0 é dada(o) por

x0 → f 1 → f 2 → f 3 →⋯

9. Em palavras, diz-se a órbita de x0 sob f .

10. A órbita depende de f e x0.

11. Por exemplo, a órbita de 2 sob f(x) = x2 é

2→ 4→ 16→ 256→⋯

12. A órbita (11) diverge, isto é, vai para o infinito.

13. Por outro lado, a órbita de 0 sob f(x) = x2,
0→ 0→ 0→⋯,

é um ponto fixo porque não é alterado pela função.

14. sistema dinâmico discreto ∶= função iterada nela mesma

15. Note que, embora a variável x seja real, o sistema dinâmico (4) é
discreto, pois os índices em (7) são números inteiros positivos.

16. Sistemas discretos mudam repentinamente dos estados 1 para 2, de 3
para 4, e assim sucessivamente.

17. Lembrando que estamos considerando funções determinísticas.
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Função probabilística

18. Esta seção é apenas informativa para mostrar que existem definições
de funções envolvendo probabilidades.

19. Seja a seguinte definição

fp(x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, com probabilidade p,

0, com probabilidade 1 − p.

20. fp é uma função probabilística.

Iteração é importante?

21. Muitos sistemas físicos podem ser modelados por equações aplicadas
nelas mesmas [2].

22. A linha de raciocínio envolvida em (21) é a seguinte:
objetos ↝ alteram sua dinâmica ↝ por leis matemáticas ↝
↝ que atuam nos próprios objetos alterados

23. Iteração é um loop fechado no sentido de que um input gera um output
e este, por sua vez, torna-se o novo input.

Racionais

24. Como é usual que sistemas dinâmicos sejam simulados no computa-
dor e como o computador só consegue lidar com números racionais,
é importante termos em mente que os irracionais (que constituem a
maioria dos números reais) são desconsiderados nas simulações com-
putacionais.

25. No entanto, existem demonstrações formais de sistemas dinâmicos que
incluem os números irracionais.
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26. Ainda não sabemos se o espaço-tempo é discreto ou contínuo; se for
discreto, há bons indicativos de que o comprimento de Planck seria a
menor escala [9–11].

Tipos de pontos fixos

27. Existem três tipos de pontos fixos em um sistema dinâmico discreto.

28. Um ponto fixo é instável quando uma condição inicial suficiente-
mente próxima a ele é repelida.

29. Um ponto fixo é estável quando uma condição inicial suficiente-
mente próxima a ele é atraída.

30. Um ponto fixo é neutro quando uma condição inicial suficiente-
mente próxima a ele não é repelida, nem atraída.

Mapa logístico

31. A equação logística é dada por [1, 12]

f(x) = rx(1 − x),

com x ∈ [0, 1].

32. r é a taxa de crescimento e 1 − x é a taxa de decrescimento.

33. Note que em (31) há duas forças opostas.

34. O mapa logístico e suas generalizações descrevem modelos populacio-
nais observados na natureza.

35. Note que (31) é a parábola

f(x) = rx − rx2.
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Taxa de crescimento menor do que 1

36. As condições iniciais do mapa logístico com r < 1 são atraídas para o
ponto fixo estável x = 0 [1].

Taxa de crescimento maior do que 1

37. O mapa logístico com r > 1 gera uma dinâmica bem mais rica do que
o caso anterior, contendo além de pontos fixos, órbitas periódicas e
aperiódicas (regime caótico).

38. Por exemplo, para o mapa logístico com r = 1, 5, temos a seguinte
parábola

f(x) = 1, 5x − 1, 5x2.

39. (38) tem um ponto fixo repulsor em x = 0 e um ponto fixo
estável em x ≈ 0, 33 [1].

Taxa de crescimento maior do que 3

40. O mapa logístico com r = 3, 2 é dado por

f(x) = 3, 2x − 3, 2x2.

41. A órbita (40) oscila entre dois valores, x ≈ 0, 5 e x ≈ 0, 8; trata-se de
um atrator estável com período 2.

42. Período 2 significa que a cada duas iterações, a órbita visita novamente
os mesmos pontos.

Taxa de crescimento igual a 3,5

43. O mapa logístico com r = 3, 5 é dado por

f(x) = 3, 5x − 3, 5x2.
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44. A órbita (43) oscila entre quatro valores, x ≈ 0, 38, x ≈ 0, 50, x ≈ 0, 83
e x ≈ 0, 87.

45. (44) é um atrator estável com período 4.

46. Período 4 significa que a cada quatro iterações, a órbita visita nova-
mente os mesmos pontos.

Caos no mapa logístico

47. O caos aparece no mapa logístico, por exemplo, em r = 4, em que

f(x) = 4x − 4x2.

48. As órbitas, neste caso, não são periódicas.

49. Para o regime (47), existem provas rigorosas de que as órbitas, de fato,
não se repetem [13].

Definição de Caos

50. Um sistema dinâmico é caótico quando tem todas as seguintes propri-
edades:

(a) A regra da dinâmica é determinística;
(b) As órbitas são aperiódicas e limitadas;
(c) O sistema apresenta sensibilidade às condições iniciais.

51. (50.c) é conhecido como efeito borboleta.

O efeito borboleta

52. Pequenas alterações nas condições iniciais de um sistema dinâmico no
regime caótico leva a uma grande diferença no comportamento das
órbitas.
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Expoente de Lyapunov

53. Antes de definir o expoente de Lyapunov, vamos iniciar com algu-
mas definições preliminares.

54. x0, x0 ∶= condições iniciais distintas

55. D(n) = xn − xn ∶= separação de (54) após n iterações

56. A separação D(n) é dada, para n pequeno, por

D(n) ≈D02
λn,

sendo λ o expoente de Lyapunov.

57. λ mede a taxa média com que as distâncias entre duas órbitas próximas
mudam.

58. Se λ > 0, então o regime do sistema dinâmico é caótico.

Ingredientes do caos

59. Um sistema caótico tem duas propriedades,

(a) sensibilidade às condições iniciais,
(b) órbitas limitadas (finitas).

60. Ambas as propriedades (59) vêm dos aspectos geométricos do sistema
dinâmico.

61. Geometricamente, a sensibilidade às condições iniciais pode
ser vista como um alongamento, já que pontos próximos são distan-
ciados.

62. Como as órbitas são limitadas, o distanciamento das condições
iniciais não ocorre indefinidamente; em algum momento (iteração),
as órbitas são trazidas mais próximas novamente, o equivalente geo-
métrico de dobrar.
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63. Assim, temos o seguinte fluxograma em um sistema dinâmico caótico
[14],

esticar↝ dobrar↝ repetir.

64. Todos os sistemas caóticos compartilham essas duas operações (esticar
e dobrar).

Diagrama de bifurcação

65. A tabela a seguir ilustra o número de órbitas para alguns valores de r

do mapa logístico [1].

r órbitas
r = 0, 50 1
r = 2, 00 1
r = 3, 20 2
r = 3, 50 4
r = 3, 56 8
r = 3, 84 3
r = 4, 00 ∞

66. A tabela (65) sugere que existe um padrão de bifurcação de órbitas
no mapa logístico dependendo da taxa de crescimento r.

67. Na bifurcação, o número de órbitas dobra.

68. Um diagrama de bifurcação mais detalhado para o mapa logístico
pode ser encontrado em https://bit.ly/3bsknRU.

69. Se olharmos o diagrama de bifurcação do mapa logístico com 3, 630 <
r < 3, 634 [1], percebemos que a figura parece uma réplica do diagrama
todo, com 2, 4 < r < 4, 0, por exemplo.
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Janelas periódicas

70. Existe pelo menos uma janela periódica em qualquer intervalo dos
valores de r em que o mapa logístico é caótico.

71. Em outras palavras, há uma alternância entre órbitas periódicas e
órbitas aperiódicas (caóticas).

Ordenamento de Sharkovsky

72. Em 1964, o matemático ucraniano Oleksandr Sharkovsky provou que
os números inteiros podem ser ordenados de uma maneira bastante
peculiar, envolvendo potências de 2 multiplicadas por números ímpares
[15].

73. Considere o seguinte ordenamento:

3, 5, 7, 9, ... (números ímpares)

2 × 3, 2 × 5, 2 × 7, 2 × 9, ... (2 vezes os números ímpares)

4 × 3, 4 × 5, 4 × 7, 4 × 9, ... (4 vezes os números ímpares)

8 × 3, 8 × 5, 8 × 7, 8 × 9, ... (8 vezes os números ímpares)

⋮

..., 24, 23, 22, 2, 1, ... (potências decrescentes de 2).

74. O teorema de Sharkovsky diz que (73) é uma forma de ordenar os
números inteiros.

Periodicidade e o teorema de Sharkovsky

75. As primeiras aparições de regiões periódicas no diagrama de bifurcação
do mapa logístico ocorrem na ordem de Sharkovsky reversa [1].
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76. Portanto, além das regiões caóticas no mapa logístico, existem regiões
periódicas de todos os períodos possíveis.

77. Essa relação mostra como existe uma ordem na forma como o número
de órbitas periódicas duplica.

78. Vale ressaltar que algumas características do diagrama de bifurcação
valem para uma ampla classe de funções.

79. (78) é conhecido como universalidade.

A estabilidade estatística do caos

80. Sistemas caóticos têm regularidades estatísticas [1].

81. (80) pode ser visto por meio de histogramas.

82. Um histograma mostra a quantidade de estados finais (órbitas) que o
sistema dinâmico visita em função de x.

83. O mapa logístico com r = 4 apresenta comportamento caótico, isto é,
sensibilidade às condições iniciais e órbitas limitadas.

84. Veja o histograma de (31) com r = 4 e x0 = 0, 3 em [1] (p. 133).

85. A órbita passa mais tempo próximo das extremidades (0 e 1) e menos
tempo na região central, um comportamento inverso de uma gaussiana
(em seus extremos), por exemplo.

86. Variando-se as condições iniciais, obtém-se o mesmo histograma [1].

87. Pelo efeito borboleta, variar as condições iniciais significa produzir
órbitas distintas.

88. Assim, diferentes órbitas caóticas produzem histogramas equivalentes.

89. Por mais que as órbitas sejam distintas, na média, elas se comportam
de modo similar.
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Ergodicidade

90. O regime caótico do mapa logístico com r = 4, por exemplo, é ergódico,
isto é, sua órbita se aproxima de forma arbitrariamente próxima a
qualquer ponto do intervalo x.

91. Isso significa que órbitas distintas visitam igualmente as mesmas re-
giões do espaço.

92. A evolução de um milhão de condições iniciais do sistema (90) converge
para uma distribuição uniforme entre 0 e 1 (exceto nos extremos) em
apenas 5 iterações [1] (p. 137).

93. Essa distribuição invariante é estável, quase todas as condições
iniciais são atraídas a ela.

94. Em (93), a exceção são os atratores, pontos com probabilidade pró-
xima de zero de se constituírem estados finais do sistema.

95. Pode-se provar analiticamente por meio da dinâmica simbólica que
os sistemas caóticos são as fontes da aleatoriedade [1].

Função complexa

96. [1, 8]

97. Considere a seguinte função g ∶ C→ C dada por

g(z) = z2 + c

com z, c ∈ C.

Conjunto de Julia para a família quadrática

98. Considere as condições iniciais zi ∈ C, sendo i ∈ N = {1, 2, 3, ...}.
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99. O conjunto de Julia para a família quadrática é definido como
sendo

J = {zi  gn <∞, n→∞},

com a função g(z) dada por (97).

100. Em palavras, J é formado por todas as condições iniciais z0 tal que
sua órbita é finita.

Conectado ou desconectado

101. O conjunto de Julia é dito conexo (desconexo) quando seus pontos
estão conectados (desconectados).

102. Pontos desconectados não formam um único objeto contínuo.

Conjunto de Mandelbrot

103. O conjunto de Mandelbrot é definido como

M= {z0  J(z0) é conexo}.

104. Assim,M inclui apenas os conjuntos de Julia (99) que são conecta-
dos.

Exemplos

105. [1, 5, 16, 17]

106. As cores que aparecem nos exemplos tem a ver com a taxa com que
as condições iniciais vão para o infinito, isso está muito bem explicado
em [1].
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Trabalho futuro

107. Construir o conjunto de Julia, iniciando a condição inicial z0 = a + bi
com a = b = 0, e variando-se a e b em múltiplos do comprimento de
Planck.

Considerações Finais

108. A parábola f(x) = rx− rx2 (mapa logístico) possui órbitas periódicas
e caóticas (aperiódicas), dependendo do valor da taxa de crescimento
r.

109. A ergodicidade do regime caótico apresentado mostra que o sistema é
estatisticamente estável.

110. Por isso, sistemas caóticos determinísticos geram a aleatoriedade.

111. A afirmação de que o caos gera aleatoriedade tem muita força, especial-
mente levando-se em consideração a teoria quântica, que é totalmente
fundamentada em probabilidades [12].
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