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Resumo

Uma das criagdes mais importantes da Andlise do século XX foi

a Integral de Lebesgue, que estendeu notavelmente a Integral

de Riemann, resolveu em um periodo de poucos anos os problemas
fundamentais da Teoria da Integragdo e deu um impulso relevante
a Anadlise Funcional, a Teoria das Equagbes Diferenciais e
Integrais e a Teoria da Probabilidade. 0 ponto béasico dessa
nova teoria foi a introduc¢do da nogdo de medida. Medida, a
grosso modo, € uma fungdo cujo dominio & um conjunto de
subconjuntos de R e cujo contradominio & o conjunto dos nimeros
reais ndo negativos (unido com o simbolo +oo). 0 comprimento
de um intervalo, por exemplo, é uma medida, digamos L, definida
sobre todos os intervalos da reta real, tal que L(/) =b-a,
onde a e b s8o os extremos do intervalo L e L([) = +o0 se L

for ndo limitado. Ora, a medida L estd definida apenas para
intervalos. Seria interessante estender esse conceito para
outros subconjuntos da reta. Neste trabalho, serda definida a
medida exterior de um subconjunto de R e, com esta medida, sera
definida a nogdo de conjunto mensuravel.
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Introducao

L.

Iremos definir a medida exterior de um conjunto e alguns resultados
importantes dessa definicao.

Apresentaremos, também, o conceito de medida.

O leitor nao especialista nos conceitos de medida e integracao pode
consultar [1-3].

A Medida

4.

5.

6.

10.

11.

12.

A reta real estendida é o conjunto R** = Ru {+c0}.
Seja I qualquer intervalo de ntimeros reais estendidos.

O comprimento L(I) de I é definido como sendo o m6dulo da diferenga
entre seus pontos extremos.

A funcao comprimento ¢ um exemplo de uma funcao de conjuntos,
cujo dominio ¢ o conjunto de todos os intervalos de uma reta.

Gostarfamos, entao, de estender (6) para comprimento de diferentes
conjuntos de intervalos.

. Vamos definir uma funcao de conjuntos m tal que para todo conjunto

E de uma certa colecao M de conjuntos de ntimeros reais corresponda
a um numero real estendido nao negativo mFE chamado a medida de

E.

Seria ideal que as propriedades (11)-(14) a seguir fossem satisfeitas
pela funcao m.

mkE esta definida para todo conjunto £ de ntmeros reais, isto é, o
dominio de m ¢é p(R), o conjunto das partes de R.

Para qualquer intervalo I, mI = L([I).
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13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20,

21.

Se (F,) é uma sequéncia de conjuntos disjuntos, entao

isto ¢, a medida da uniao ¢ a soma das medidas.

m ¢ invariante por translacao, isto ¢, se £/ ¢ um conjunto para o qual
m esta definida e se E+y = {x +y;x € B} é o conjunto obtido pela
substituicao do ponto x em E pelo ponto x +y com y € R**, entao

m(E +y)=mkE.
De fato, considere uma cobertura de FE.
De (27),
m*(E) =inf )" L(1,).
Se (I,) cobre E, entao (I, +y) cobre E +y.
E, se (J,) cobre E +y, entao (J, —y) cobre E.
Além disso, sabemos que
L(L,)=L(I,+y) e L(Jn) = L(Jn - y).

Segue que

inf Z L(I,) = Eigcfjn Z L(J,),

ecly
isto é,
m*(E) =m*(F +y), Vy € R+

No entanto, é impossivel construir m que satisfaca todas as proprie-
dades (11)-(14) (veja [4]).



Medida Exterior

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

Seja A um conjunto qualquer de niimeros reais.
Defina [, para todon e N={1,2,3,...}.

Considere a colecao de intervalos I, a qual cobre A, isto é, A c U1,
com n € N,

Considere, também, a soma dos comprimentos de cada I,,.

Uma vez que o comprimento de um intervalo ¢ um ntmero positivo,
esta soma estd unicamente determinada nao importando a ordem de
seus termos.

Definimos, entao, a medida exterior de A como sendo

m*A = Aér&fjn > L(1,).

O lado direito de (27) ¢ o infimo da soma dos comprimentos da cole¢ao
de intervalos I, a qual cobre o conjunto A.

Veja que m*@=0ese Ac B, entao m*A<m*B. |4
Se A contém um tnico ponto, entdao A tem medida exterior zero. |4]
Se I é um intervalo qualquer, entao m*I = L([I). [4]

Seja {A,} uma colecao enumeravel de subconjuntos de R. Entao

m*(UA,) < Z m*A,.

Conjuntos Mensuraveis

33.

34.

A funcao m* esta definida para qualquer conjunto da reta.

Nem sempre a propriedade (13) seré satisfeita devido a (31) e (32).
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35. Um conjunto £ é mensuravel se para cada conjunto A tivermos
m*A=m*(ANE)+m*(ANE°).

36. A Fig. 1 nos ajuda a compreender melhor (35).
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Figura 1: Conjunto Mensuravel £.

Teorema

37. A cole¢cio M de conjuntos mensurdveis ¢ uma o-dlgebra. |4]

Proposicao 1

38. Seja (F,) uma sequéncia de conjuntos mensuraveis. Entao [4]

m(UE,) <) mE,.

39. Se os conjuntos F), sao dois a dois disjuntos, entao
m(UE,) =) mE,.

Lema 1

40. Seja F c [0,1] um conjunto mensuréavel. |4]

41. Entao para cada y € [0,1], o conjunto F + y é mensuravel e
m(E +y) =mkE.
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42,

43.

44,

45,
46.

A7,

48,

49,
50.
51.
2.
53.
54.
59.

56.

Considere, no intervalo [0,1] c R, a seguinte relagao:
x,y€[0,1], z ~y < x —y ¢é racional.

Note que ~ define uma relacao de equivaléncia no conjunto [0,1].

Escolhemos um representante de cada classe de equivaléncia de ~ por
meio do Axioma da Escolha.

Chamemos de V' o conjunto formado pelos representantes de (44).

Considere {r;}52; uma enumeragao do conjunto [-1,1]NQ.

Defina
(e ¢]
S=UWV+r;), onde V4+rj=x+r;: zeV,
J=1
Veja que as seguintes inclusoes sao verdadeiras:

[0,1] c Sc[-1,2].

Pela construcao do conjunto V', existe y € V tal que r =x —y € Q.
Como x,y € [0,1], entdo x —y =re[-1,1].

Logo, existe j € N tal que r = ;.

Isso mostra que v =y +7r; € (V +r;) cS. Dai [0,1] c S.

Agora, seja x € S, isto é, x =y +r; para algum jeNeye V.
Como r; e [-1,1] ey eV c[0,1], asoma y+r; € [-1,2].
Portanto, x € [-1,2] e as inclusdes (48) estao provadas.

Os conjuntos {V +r;: j € N} sdo dois a dois disjuntos.
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57. Facilmente prova-se (56).
58. Suponha agora, por absurdo, que V' seja mensuravel.

59. Decorre da Proposigao 1 (38) e do Lema 1 (40) que

[0,1] € S c[-1,2] = m([0,1]) <m(S) <m([-1,2])

zléim(V)SS.

J=1

60. Note que o somatério de (59) pode assumir apenas dois valores, a
saber, zero, quando m(V") = 0, ou infinito, quando m (V") > 0.

61. Mas isso é um absurdo, pois essa soma esta entre 1 e 3.

62. A contradicao se deve ao fato de admitir que V' é mensuréavel.

Consideracoes Finais

63. Assim, fica provado que V' é um conjunto nao mensuravel.

Ciéncia Aberta

O arquivo latex para este artigo, juntamente com outros arquivos-
suplementares, estao disponiveis em [5].

Consentimento

64. O autor concorda com |[6].
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