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Resumo

Mostramos, numericamente, algumas orbitas das fungdes trigonomé-
tricas iteradas, seno, cosseno, tangente, bem como da fungdo

complexa f(z)=2%+c, responsavel por gerar os conjuntos fractais
de Julia.
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Introducao

1. Para se familiarizar com sistemas dinamicos discretos, veja [1-3].

ITodos os autores com suas afiliacoes aparecem no final deste artigo.
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Funcao iterada

2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

Considere a fungdo f(z) = x? para z € R,
Seja xy a condigdo inicial (ou semente).
Considere a seguinte notacao:

fle=flxo), f2= (Y, =,

Iteragdes de f(x) significa calcular f1, f2, f3, ...

. A érbita (ou itinerario) de xg é dada(o) por

Lo fl ‘f2 f3

Em palavras, diz-se a orbita de xy sob f.

. A orbita depende de f e xy.

Por exemplo, a orbita de 2 sob f(x) =z?é

2 4 16 256 —> -+

A orbita (9) diverge, isto &, vai para o infinito.

Por outro lado, a orbita de 0 sob f(x) = 22,

0 0 0 -
¢ um ponto fixo porque nao € alterado pela funcao.
sistema dindmico discreto := funcao iterada nela mesma

Note que, embora a variavel x seja real, o sistema dindmico (2) é
discreto, pois os indices em (5) sdo numeros inteiros positivos.

Sistemas discretos mudam repentinamente do estado 1 para o estado
2, de 2 para 3, de 3 para 4, e assim sucessivamente.
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O que faremos?

15. A seguir, calcularemos numericamente as érbitas de funcoes conheci-
das, utilizando scripts em python.

Seno

16. Nos graficos das Figs. 1-2, vemos a convergéncia sinx — 0 para diver-
sas condigoes iniciais.

lterations

0 200 400 600 800 1000

Figura 1: Mil iteragoes de sinx para cada uma das condicoes iniciais
xg € {0; £0,2; £0,4; £0,6; ...; £9,8; +10}. Cada cor representa uma
condicao inicial diferente. Note que todas as condicoes iniciais levam a
sinxz — 0.
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Figura 2: Um milhao de iteracoes de sinx para cada uma das condicoes
iniciais zg € {0; +0,2; £0,4; +0,6; ...; £9,8; +10}. Cada cor representa
uma condicao inicial diferente. Note que todas as condigoes iniciais levam
asinx — 0.



Cosseno

17. Nos graficos das Figs. 3-4, vemos a convergéncia cosx — 0,74, apro-
ximadamente, para diversas condicoes iniciais.

lterations
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Figura 3: Seis iteracoes de cosx para cada uma das condicoes iniciais
xo € {0; £0,2; +£0,4; £0,6; ...; £9,8; +10}. Cada cor representa uma
condicao inicial diferente. Note que todas as condicoes iniciais levam a
cosx — 0,74, aproximadamente.



lterations

1.0 A

0.9 A

0.7

0.6

0 5 10 15 20 25 30

Figura 4: Trinta iteracoes de cosx para cada uma das condigoes iniciais
xo € {0; £0,2; +£0,4; +0,6; ...; £9,8; £10}. Cada cor representa uma
condicao inicial diferente. Note que todas as condigoes iniciais levam a
cosx — 0,74, aproximadamente.



Tangente

1e7 Iterations
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Figura 5: Dez mil iteracoes de tan x para cada uma das condicoes iniciais
xo € {0; +£0,001; £0,002; ...; £7}.

E agora?
18. Vamos iterar a fungao complexa,
f(z)=2+e
com z,ce C.

19. Vale lembrar que esta funcao é a responsavel por gerar os belissimos
fractais de Julia [4-7].



20. Essencialmente, é a fronteira de f(z) = z22+c¢, que separa Orbitas finitas
das infinitas, que é fractal [4].

Uma funcao complexa
21. f(2)=2%+¢, 2=0,3-0,3i, ¢=0,3+0,31

22. |f(20)| = 0,44 (aproximadamente)

lterations

0 25 50 75 100 125 150 175 200
n

Figura 6: Duzentas iteragoes do sistema em (21).



23. f(2)=22+c, 2=0,33-0,33i, c=0,33+0,33

24.  |f(20)| = 0,48 (aproximadamente)
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Figura 7: Duzentas iteragoes do sistema em (23).



25. f(2)=2%+¢, 2=0,33+0,33i, ¢=0,33+0,33i
26.  |f(z20)| = 0,48 (aproximadamente)
27. A diferenca entre as Figs. 7 e 8 € apenas o sinal da condi¢ao inicial z

na fungao iterada f(z).

lterations
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Figura 8: Duzentas iteragoes do sistema em (25).

10



28. f(z)=2%+¢, 2=0,1+0,13, ¢=0,1+0,1i

29.  |f(20)| = 0,15 (aproximadamente)

lterations
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Figura 9: Cem iteracoes do sistema em (28).
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30. f(z)=2%4¢, 2=0,1+0,1i, ¢=0,2+0,1i

31. [f(z0)| = 0,279 (aproximadamente)

lterations
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Figura 10: Cem iteragoes do sistema em (30).
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32. f(z)=2%+¢, 2=0,1+0,1i, ¢=0,3+0,1i

33. |f(z0)] = 0,43 (aproximadamente)

lterations
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Figura 11: Cem iteragoes do sistema em (32).
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34. f(z)=2%+¢, 2=0,1+0,1i, ¢=0,33+0,1i

35. |f(z0)] = 0,47 (aproximadamente)

lterations
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— 0.50 A

f(z)
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Figura 12: Cem iteragoes do sistema em (34).

Scripts em Python

36. https://osf.io/q9%fys
37. https://osf.io/bbadt

38. https://osf.io/xv3hz
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Consideracoes Finais

39.

40.

41.

42,

43.

44.

Vimos que a funcao seno converge para zero, 0 COsseno converge para
0,74 e a tangente tende a zero, mas apresenta alguns picos.

A fungao complexa f(z) = z? + ¢ tem uma dinamica riquissima, que
pode ser melhor apreciada olhando-se os fractais produzidos pelos con-
juntos de Julia.

Constatamos que f(z) tem a interessante propriedade de apresentar
algumas oscilacoes antes de convergir e que a parte real de ¢ foi res-
ponsavel por aumentar as oscilagoes transientes.

Sabemos que a geometria fractal esta bastante presente na natureza,
desde escalas microscopicas até escalas astronomicas [8-12].

Acreditamos que sistemas dinamicos estejam presentes como instru-
coes primordiais do espaco-tempo quantico e, consequentemente, do
universo como um todo |13, 14].

Se (43) for comprovado, é possivel que uma fungao simples como
f(z) = 2% + ¢ tenha um papel determinante na geracao das proba-
bilidades quanticas |13, 14].

Ciéncia Aberta

O arquivo latex para este artigo, juntamente com outros arquivos

suplementares, estao disponiveis em [15]. Seja coautor(a) deste artigo,

envie sua contribui¢ao para mplobo@uft.edu.br.
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